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Funkcja gestosci prawdowodobienstwa(FGP)

FGP
fx(x), x € [a, b]

X - ciggta zmienna losowa

Prawdopodobienstwo ze zmienna x jest w przedziale xg < x < x7 :

P(xo < x < x) = f;;l fx(x) dx

Normalizacja

Pla<x<b)= [ fx(x)dx =1
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Funkcja gestosci prawdowodobienstwa(FGP)

P(x = xp) nie ma sensu!

f(x)

06
05
o4t Powierzchnia pod linia:
X

osf Plxo < x<x)= [ fx(x)dx
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Implementacja niejednorodnych generatoréw liczb losowych Funkcja gestosci prawdowodobiefnstwa

Histogram

w0y ro
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Powierzchnia pod linia = wysokos¢
stupka
Szerokos¢ stupka - Ax
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Implementacja niejednorodnych generatoréw liczb losowych Funkcja gestosci prawdowodobiefnstwa

Histogram

Poréwniajac histogram z FGP
nalezy pamietac¢ o Ax!
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Implementacja niejednorodnych generatoréw liczb losowych Transformacja Boxa-Mullera
2
Rozktad normalny N(u,0°)

l -
08
1 _eew?
f(x) = —=e 22
0.6} Vv2na?
z 1 - wartos¢ oczekiwana;
04r o - odchylenia standardowe
(réwnowaznie: var(X) = o2)
02f
0
-6
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Implementacja niejednorodnych generatoréw liczb losowych Transformacja Boxa-Mullera

X1, Xo - losowane z rozktadu jednorodnego na przedziale (0,1)

Chcemy zgenerowac yi, y» - z rozktadu normalnego
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Implementacja niejednorodnych generatoréw liczb losowych Transformacja Boxa-Mullera

Metoda Boxa-Mullera

X1, Xo - losowane z rozktadu jednorodnego na przedziale (0,1)

y=v/=2n(x)cos(2mx) xi = exp(—3074 +¥3))
yo = /=2 In(x1)sin(2mx;) Xp = %atan(y—j)

é?()(l,)(Q)

b ye)dndys = (. ) (505

fx(x1,x2) = 1 (rozktad jednorodny)
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Implementacja niejednorodnych generatoréw liczb losowych Transformacja Boxa-Mullera

Jakobian

9 9 2 2
00a:%) _ o 9| (L)L <_yl) L e <_y2>
oy, y2) |57 5 V2 2 ) V2 2

1 i) 1 %
_ )y L (% — fy, (1) Fy, (y2)dy1d
fy (y1,y2)dy1dys > exp < > ) o exp < > dy1dy> v, (v1) fy, (y2)dy1dy

rozktad normalny dla dwoch niezaleznych zmiennych losowych

1
fr,(y1) =
1
\ 2T



Implementacja niejednorodnych generatoréw liczb losowych Transformacja Boxa-Mullera

@ Xxi, xp - losowane z rozkfadu jednorodnego na przedziale (0,1)

o y1 = /=2 In(x1)cos(2mx2)
y2 = /=2 In(x1)sin(27x2)
e Y1~ N(0,1), Y2 ~ N(0,1)
o Jesli Y ~ N(0,1) i Z ~ N(p,02), to z=0y + u
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Implementacja niejednorodnych generatoréw liczb losowych Metoda Polarna

Metoda Polarna

v1, v» z rozktadu jednorodnego (-1,1)
s3 najpierw losowane w okragu:

15

15
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Implementa ednorodnych generatoréw liczb losowych Metoda Polarna

chcemy wzig¢ tylko te, ktére sa w Srodku:

V2

vl
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Implementacja niejednorodnych generatoréw liczb losowych Metoda Polarna

Nowe zmienne losowe:

RP=vi+v3 rozktad jednorodny (0,1)

0 = arctan | ) rozktad jednorodny (0,27)
Vo
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Implementacja niejednorodnych generatoréw liczb losowych Metoda Polarna

Metoda polarna

= /=2 In(x;)cos(27mx)
v/ =2 In(x1)sin(27x)

vi/R

—~
\/—2 In(R?) cos()
\/—2 In(R?) sin(6)
——

v /R

n
Y2

yi =

Y2 =

Vitalii Urbanevych

=
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yi, y2 - rozktad normalny N(O, 1)

v

yi =4/-2 /n(:‘?z)ﬁ1
_ ./ 2)v2

y2 - 2 In(R )R
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Metoda odwracania dystrybuanty

Dystrybuanta

Fx(x) = P(X < x)
d

fx(x) = &Fx(x)

Chcemy dobra¢ taka funkcje (transformacje zmiennej losowej) g(x), zeby y = g(x) - nowa
zmienna losowa z zadanej fy(y)
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Implementacja niejednorodnych generatoréw liczb losowych Metoda odwracania dystrybuanty

Zakladamy, ze X - z rozktadu jednostajnego:

1, 0<x<1
felx) = {O, x<Qorx>1
Fx(x) = x
Niechaj
X =Fy(y) = Y =F,'(X)
Wtedy
Fx(x) = P(X < x) = P(Fy(y) < x) =
= P(Y < F,'(X)) = Fy(Fy (X)) = X
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Metoda odwracania dystrybuanty
Metoda odwracania dystrybuanty

Czyli X jest z rozktadu jednorodnego.

Fx(x) =X

Znaczy jesli X jest z rozktadu jednorodnego i Y jest z rozktadu znanej dystrybuanty, to mozna
zrobicz transformacje:

Y = F, 1 (X)
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Implementacja niejednorodnych generatoréw liczb losowych Metoda odwracania dystrybuanty

T’A”" “Aﬂlf‘h GOMGJIN (3 Ma, :
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Implementacja niejednorodnych generatoréw liczb losowych Al
Problem Al

o Implementacja generatoru liczb losowych z rozktadu normalnego
N(p1, 02) metoda polarna
uw=20 - wartos$¢ oczekiwania;
ol =1 - wariacja;

o Narysowanie histogramu i poréwnanie ze wzorem analitycznym

1  (y=w?

fly) = —We 204

o Obliczy¢ eksperymentalne wartosci sredniej oraz wariancji
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Implementacja niejednorodnych generatoréw liczb losowych A2
Problem A2

o Implementacja generatoru liczb losowych z rozktadu Cauchy’ego
C(y0,7), metoda odwréconej dystrybuanty

FGP:
1

Ty [1 + (y;—y‘)ﬂ |

o Narysowanie histogramu i poréwnianie ze wzorem analitycznym dla
réznych wartosciej yp i 7y

f(y) = y € (—00, )

o Obliczy¢ eksperymentalne wartosci sredniej oraz wariancji
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Problem ruiny gracza RWELTHIN

Problem ruiny gracza

Gracz A poczatkowy kapitat a (a € Z)
Gracz B poczatkowy kapitat b (b € Z)
z=a+b

Pod czas kazdej rozgrywki gracz A moze wygracz jednostke kapitatu u
gracza B, lub na odwrot.

A wygrywa 1 prawdopodobiensto p
B wygrywa 1 prawdopodobiensto g =1 — p

Q; - zdarzenie ruiny A przy kapitale poczatkowym i
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Problem ruiny gracza Warunki

M - zdarzenie wygrana gracza A w pierwszej kolejce

Prawdopodobienstwo catkowite:

P(Q;) = P(Q:IM)P(M) + P(Q|M)P(M)

i = P(Q) rji = riaip + ri-1q
r; - prawdopodobienstwo ruiny gracza A
przy kapitale poczatkowym i =1, r, =20

'D(Qi|M) = 'D(Qi+1) = rin1
P(QiM) = P(Qi_1) = ri_y
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Problem ruiny gracza Teoria p # q # 0.5

ri = riyip + ri-1q
1

~
ri(p+q) = riyip+ ric1q q_ A
A
q(ri — ri—1) = p(rig1 — i) P '
fig1—
9_ fa A =02
1% ri — ri—1 P
N =ri—ri_ % = const

A; - ciagg geometryczny
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Problem ruiny gracza Teoria p # q # 0.5

Ciag geometryczny

Suma n czlonkéw

Vitalii Urbanevych
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Problem ruiny gracza Teoria p # q # 0.5

_(4)"
no l(pf’) o £q+#05
_(a)* P q .
Sz:Alllggg =r—-1=-1
P
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=00
p=q=05 — =1

Reguta de I'Hospitala

Jezeli lim f(x) — 0 lim g(x) — 0 oraz istnieja (skonczone) pochodne f'(a) i g’(a), przy
X—a X—a
czym g'(a) # 0, to
/
jim L) iy £

e g(x) ~ x0a g(x)
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Problem ruiny gracza Teoria p=q=0.5

x=94 1
P
x" — xZ . (Xn _ Xz)/ anfl . ZXzfl
r, = lim = lim = lim . =
x—1 1 — xZ x—1 (]_ — XZ)’ x—1 — X%~
1 (nx"*—-2z) | nx"?—z n—z n
lim = lim = = =1—-
x—1 zx?—1 x—1 —z —z z
p=q=0.5
n
rh=1—— 2
7@
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Problem ruiny gracza Teoria

Jakie prawdopodobienstwo, ze gra sie zakonczy (kto$ przegra)?

=1-2

V4
prawdopodobienstwo, ze gracz A B A a=p] _ b
przegra b b p—gq| z

p=q=0.5

A B a b b+ a
SRR ( a+b>+< a+b> a+b
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Problem ruiny gracza Teoria

Jakie prawdopodobienstwo, ze gra sie zakonczy (kto$ przegra)?

p#q#0.5

Gra sie zawsze zakonczy
Metady statystyczne, zestaw 1 20,38



Vitalii Urbanevych

Problem ruiny gracza Teoria

Problem:

A ma oo kapital, B ma kapital b, P(Auygrywa) -
p=q=0.5

a—oo

b
P(Awygrywa) - P(BbankrutUJe) = lim rbB = lim <1 — )

a—00 a—+ b

li lim 1

= I1im

aﬁooé)—}—b a%oo]_—{—b/a
p#q#0.5

1-— (%) 1, qg<p

P(Awygrywa) = lim rf = lim ——=2 . =
a—00

a—00 atb (E)b- >
() W e
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Problem ruiny gracza B

Problem B

Symulacja N gier z réznymi wartosciami pa. Dla kazdej wartosci pa obliczyé
prawdopodobienstwo ruiny gracza A.

o Ruina gracza dla 2 graczy A,B
\

v ~

"(Ml\.—-lwtf aotociu(-\{ Wo
X/\\uima LKM(?—O\ )Av

P(_wlun\ f’r) ?do.»mﬂ op “;;‘\'wo Sqlcce-twt
Kapitaty poczatkowe A,B:

2 J‘ wa’ ”-\ngwawc{
a = 50; b=50

@ Poréwnanie z wynykiem analitycznym dla r6znych a,b
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c
Problem C

Symulacja N gier z réznymi wartosciami a. Dla kazdej wartosci obliczy¢

prawdopodobienstwo ruiny gracza A.
@ Ruina gracza dla 2 graczy A,B

v
Pluain k)
1A

@ Poréwnanie wyniku z teorig

Vitalii Urbanevych Metody statystyczne, zestaw 1

a+b=100;
pa=1..
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D
Problem D

Symulacja N gier, dla kazdej gry obliczy¢ itos¢ rozgrywek.
o Liczba rozgrywek do ukonczenia gry - L

wao\av{oh;mﬁ Y7 TS L)
7.

dTa as; Mo}& %wh . >
- > L
N
PA= 3,25 a=b=50; catkowita liczba gier = 20000
o Wyliczy¢ srednia dtugosé rozgrywki
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E
Problem E

Symulacja N gier z réznymi wartosciami pa. Dla kazdej wartosci pa obliczyé¢
maksymalng itos¢ rozgrywek.
e Histogram maksymalng dtugosci rozgrywek przy 1000 rozgrywkach - L.«

A
Luus

pa - prawdopodobienstwo wygrania kolejki przez A
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F
Problem F

Prawdopodobienstwo ze gracz A ma kapitat M po n rozgrywkach

P1)
2 n = 2, 10,20,...100;
- a=b=>b0;
; PA= 5%
M
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G
Problem G

o Trajektoria liczby wygranych dla 1 z 2 graczy
l‘. (?‘(Qu,
\JRKV‘\M\JQ

3

T
4

h

w
v
s

dla kilku gier(do 10)
dla réznych wartosciej pa: 1, %, %

o Trajektoria kapitatu dla 1 z 2 graczy
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H
Problem H

e B, C, D, G dla kilku, np. pieciu, graczy
(w G teraz trajektorie dla wszystkich graczy)

rézne kombinacje p;(prawdopodobienstwo wygrania gracza "i" w kolejce)

a; = 20 - kapitaty poczatkowe graczej (lub sprébowac inne wartosci).
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